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Soient G un groupe semi-simple simplement connexe, U l'algebre enveloppanteÁ
de son algebre de Lie et H un sous-groupe fini de G. L'etude de l'anneau torduÁ Â
H)U permet de decrire les modules irreductibles de dimension finie de l'anneauÂ Â
des invariants U H, ainsi que ses ideaux primitifs de codimension finie. Pour le casÂ
G s SL , nous calculons a l'aide de la correspondance de McKay, le nombre deÁ2
U H-modules simples de dimension donnee.Â
Let G be a simply connected semi-simple group, U the enveloping algebra of its
Lie algebra and H a finite subgroup of G. The study of the skew group ring H)U
enables to describe the finite dimensional irreductible modules of the invariant
ring U H, as well as its finite codimensional primitive ideals. When G s SL , we2
calculate, with the help of the McKay correspondence, the number of simple
U H-modules of given dimension. Q 1996 Academic Press, Inc.
INTRODUCTION
Soit g la C-algebre de Lie du groupe semi-simple simplement connexe GÁ
et H un sous-groupe fini de G. Le groupe H agit sur l'algebre envelop-Á
 .pante U [ U g , en respectant la filtration naturelle de cette algebre.Á
De plus, on sait que H agit sur tout U-module irreductible V de dimen-Â
 .sion finie, cette action etant compatible avec l'action de U, i.e., h ? u¨ sÂ
 . .h ? u h ? ¨ , h g H, u g U, ¨ g V.
Tout U-module irreductible V de dimension finie se decompose enÂ Â
somme directe de U H-modules irreductibles, U H designant l'algebre desÂ Â Á
invariants. Inversement, tout U H-module de dimension finie appartient aÁ
une telle decomposition pour un V unique. Dans cet article, nous preci-Â Â
sons ces decompositions, Theoreme 2.4, et nous decrivons les U H-modulesÂ Â Á Â
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irreductibles de dimension finie, ainsi que les ideaux primitifs de codimen-Â Â
sion finie de U H. Nous nous interessons dans la suite a l'etude pour le casÂ Á Â
G s SL de la multiplicite d'un H-module irreductible dans un U-moduleÂ Â2
irreductible V. Le travail est organise comme suit.Â Â
On introduit dans le paragraphe 1 l'anneau tordu H)U du groupe H
par U. A partir d'une representation irreductible x de H et d'un U-mod-Â Â
ule irreductible de dimension finie V, on construit un H)U-moduleÂ
irreductible x )V de dimension finie. Nous donnons la decompositionÂ Â
suivante
H)U m V s dim x x )V . ) .  .[U
x
Il en resulte que tout H)U-module de dimension finie est de la formeÂ
x )V. Nous montrons comment les annulateurs Ann x et Ann VCw H x U
permettent de decrire les ideaux primitifs de codimension finieÂ Â
 .Ann x )V .H )U
Le fait que H soit un sous-groupe de G implique}et il s'agit memeÃ
d'une equivalence}que H)U est une algebre de Hopf. L'etude prece-Â Á Â Â Â
 .dente permet au passage de donner le produit tensoriel et le dual
des representations precedentes. Il en resulte la decomposition du dualÂ Â Â Â Â
 .  .0de Hopf cosemi-simple H)U .
Le contexte de Morita entre les algebres U H et H)U permet deÁ
deduire de l'etude du produit croise la connaissance des representationsÂ Â Â Â
H  .de dimension finie de U ainsi que ses annulateurs. A l'aide de ) , on
peut expliciter la decomposition de V comme U H-module. On precise ainsiÂ Â
w xun resultat de Kraft et Small 6 . Cette decomposition donne une interpre-Â Â Â
tation pour la multiplicite de la composante irreductible x dans le H-Â Â
 .module V l , cf. Remarque 2.4.2.
w xPour G s SL , nous connaissons 11 les sous-groupes finis du groupe2
w xG. La correspondance de McKay 8 permet de calculer la multipliciteÂ
w xV : x s dim x )V. Nous remarquons alors que le nombre de representa-Â
tions irreductibles de U H de dimension donnee est une constante qui neÂ Â
depend que du groupe choisi. Nous calculons cette constante au cas parÂ
cas, sans calculer les generateurs de l'algebre des invariants.Â Â Á
Nous tenons a remercier J. Alev, M. Van den Bergh, et P. Polo pourÁ
l'aide precieuse qu'ils nous ont apportee.Â Â
Á  .I. L'ALGEBRE H)U g
1.1. Soit g la C-algebre de Lie semi-simple du groupe de LieÁ
 .semi-simple simplement connexe G et U [ U g son algebre envelop-Á
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pante. On sait que U est munie d'une filtration naturelle telle que g
s'injecte sur la composante de degre 1 de U et telle que l'algebre gradueeÂ Á Â
associee gr U soit commutative.Â
On fixe une sous-algebre de Cartan de g et un systeme de racine R. OnÁ Á
note P le reseau des poids associe et Pq le reseau des poids dominants.Â Â Â
q  .Pour tout l de P , on note V l le U-module de plus haut poids l. On
sait que ce module est de dimension finie et tout U-module irreductible deÂ
dimension finie est de cette forme.
Soit H un sous-groupe fini du groupe G. L'action de H sur g se
prolonge naturellement en une action de H sur U qui laisse stable la
filtration de U. De plus, H etant inclus dans le groupe simplementÂ
 . qconnexe G, il agit sur le module V l pour tout l dans P et cette action
verifie la proprieteÂ Â Â
h ? u¨ s h ? u h ? ¨ , h g H , u g U, ¨ g V l . 1.1.1 .  .  .  .  .
1.2. On introduit H)U l'anneau tordu du groupe H defini de laÂ
 4maniere suivante. H)U est le U-module a droite libre de base h, h g H ,Á Á
et sa structure d'anneau est donnee parÂ
hu h9u9 s hh9 h9y1 ? u u9, u , u9 g U, h , h9 g H . 1.2.1 .  .  .  .
 .  w x 2Soit e s 1rCard H  h. On a aisement cf. 9, Section 1 , e s e,Âhg H
 .  . He H)U s eU , U, e H)U e , U , le dernier isomorphisme etant unÂ
morphisme d'algebres. L'element e definit par multiplication a gauche uneÁ Â Â Â Á
projection de H)U sur U, et par multiplication a droite une projection deÁ
 .  . He H)U , U sur e H)U e , U .
1.3. On peut definir sur H)U une comultiplication D, un an-Â
tipode S et une augmentation « par
D h s h m h , D u s u m 1 q 1 m u , 1.3.1 .  .  .
S h s hy1 , S u s yu , « h s 1, « u s 0, h g H , u g g, .  .  .  .
U designant la partie homogene de degre 1 de U. On a la propositionÂ Á Â1
suivante.
PROPOSITION. La comultiplication D, l'antipode S et l'augmentation «
fournissent une structure d'algebre de Hopf sur H)U. De plus, le centre deÁ
H)U est isomorphe a l'anneau des in¨ariants par H du centre de U.Á
Preu¨e. Le groupe H etant un sous-groupe du groupe simplementÂ
connexe G, il vient que H stabilise g. Comme H et g engendrent H)U,
on verifie que les definitions de D, S et « sont compatibles avec lesÂ Â
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 .relations 1.2.1 . On montre de meme que D, S et « verifient les relationsÃ Â
de definition d'une algebre de Hopf. Nous avons donc la premiere asser-Â Á Á
tion de la proposition.
w x HRemarquons que par 1, 9 , l'anneau des invariants Z est egal a Z. SoitÂ Á
 .Z H)U le centre de H)U et Z le centre de U. Par l'injection naturelle
H  .  .de U dans H)U, on obtient Z ; Z H)U . Soit z s hz g Z H)U ,h
 .alors pour tout u g U , g, on a uz y zu s 0, d'ou  uh y hu z qÁ1 h
 .h uz y z u s 0. Comme le gradue de U est commutatif et integre, onÂ Áh h
 .  .obtient  uh y hu z s 0, ce qui entraõne h u s u pour tout u dans UÃh 1
ou z s 0. Ceci implique z g U. On en deduit alors la seconde assertion.Âh
w xRemarque. D'apres 5 et la proposition precedente, on obtient queÁ Â Â
l'anneau H)U est libre sur son centre.
 w x.1.4. On sait cf. 9, 0.1 que tout H)U-module de dimension finie
est completement reductible. Fixons l dans Pq. Nous nous interessonsÁ Â Â
dans un premier temps a la decomposition en modules irreductibles duÁ Â Â
 .  .  .H)U-module a gauche W l [ H)U m V l . L'espace W l est iso-Á U
w x  .  .morphe a C H m V l . Soit f l'isomorphisme de l'espace W l definiÁ Â
 . y1 w x  .par f h m ¨ s h m h ? ¨ . Pour tout a dans C H et tout ¨ de V l , on
 .note a)¨ [ f a m ¨ .
 .Soit Irr H l'ensemble des representations irreductibles de H. Pour toutÂ Â
 .x g Irr H , notons n la dimension de x . Fixons une injection de modulex
 . w xa gauche de x dans l'anneau du groupe C H muni de l'action reguliereÁ Â Á
 .a gauche. Soit a g x et ¨ g V l , on poseÁ
a)¨ s f a m ¨ g W l . .  .
 .   ..  .On note x )V l s f x m V l . On verifie que x )V l est un sous-Â
 .H)U-module de W l et que
h a)¨ s ha ) h ? ¨ , u a)¨ s a) u¨ ; .  .  .  .  .
1.4.1 .
h g H , a g x , ¨ g V l , u g U. .
 .Il sera etabli dans la proposition qui suit que le module x )V l est bienÂ
w xdefini, i.e., ne depend pas de l'injection x ¨ C H fixee.Â Â Â
 .PROPOSITION. Le H)U-module x )V l est bien defini et de plus:Â
 .  .i x )V l est irreductible comme H)U-module,Â
 .  .ii Pour toutes representations x et c de Irr H et pour tous l, mÂ
q  .  .dans P , x )V l , c )V m m x , c et l s m,
 .  .  .  .iii W l s n x )V l , ou x decrit Irr H .Á Â[x x
 .iv Tout H)U-module irreductible de dimension finie peut se mettreÂ
 .  . qsous la forme x )V l , x g Irr H , l g P .
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 .Preu¨e. Soient x et c dans Irr H . Supposons fixees des injections deÂ
w xx et c dans C H . Si r est un H-isomorphisme de x dans c , alors on
 .  .verifie par 1.4.1 que a)¨ ¬ r a )¨ est un isomorphisme du moduleÂ
 .  .x )V l vers c )V l . La premiere assertion est donc prouvee.Á Â
 .Supposons a)¨ non nul, a g x , ¨ g V l , alors a et ¨ sont non nuls.
 .  .Soient a9 g x et ¨ 9 g V l . Les modules x et V l etant simples, ilÂ
 .  . .  .resulte de 1.4.1 que a9)¨ 9 g H)U a)¨ . Ceci etablit i .Â Â
 .  .Montrons ii « , la reciproque etant claire. Supposons x )V l ,Â Â
 .  .  .c )V m . Par 1.4.1 x )V l est, comme U-module, isomorphe a nÁ x
 .  .  .copies de V l . Ceci prouve que V l s V m , d'ou l s m. Soit r unÁ
 .  .  .isomorphisme de x )V l vers c )V l . Comme x )V l est isomorphe
 .en tant qu 'espace a x m V l , on a n s n . Les dimensions des espacesÁ x c
consideres etant finis, on peut decomposer r s  r i ) r i , ou les r i sontÂ Â Â Â Á1. 2. 1.
 . i   ..des independants dans l'espace Hom x , c , r g End V l , etÂ 2.
i i  . i  .  i  .. r ) r a)¨ [  r a ) r ¨ . Soit u g U, alors il resulte deÂ1. 2. 1. 2.
 . i i i i1.4.1 que  r )u ? r s  r ) r u. Ceci entraõne pour tout i:Ã1. 2. 1. 2.
u ? r i s r i u. Les endomorphismes r i sont donc des scalaires. On peut2. 2. 2.
 w x.  .w x  .alors ecrire r a ¨ s r a ¨ . Par 1.4.1 , il vient que r est unÂ 1. 1.
w xisomorphisme de C H -module, d'ou l'assertion.Á
 .   ..  w x  ..   ..On a W l s f W l s f C H m V l s f n x m V l s[x x
 .  .n x )V l . D'ou iii .Á[x x
 .Montrons iv . Soit V un H)U-module de dimension finie. Par restric-
tion, V est un U-module de dimension finie, donc, une somme directe
 .  .V m . Donc V ; H)U m V s W m . Si V est irreductible, ilÂ[ [U
 .decoule de iii que V peut se mettre sous la forme voulue. eÂ
Remarque. On peut definir intrinsequement le H)U-module x )V,Â Â
w x  .pour tout C H -module x non necessairement irreductible et toutÂ Â
 .U-module V sur lequel H agit de facËon compatible; cf. 1.1.1 :
h a)¨ s h ? a ) h ? ¨ , u a)¨ s a) u¨ ; .  .  .  .  .
1.4.2 .
h g H , a g x , ¨ g V , u g U.
 . q  .Fixons a nouveau x dans Irr H et l dans P . Soit x )V l un H)U-Á
module irreductible. On munit son dual d'une structure de H)U-moduleÂ
 .  .   ..  .par z ? f x s f Sz ? x , z g H)U, f g x )V l *, x g x )V l . Il resulteÂ
 .  .  .alors de 1.4.1 et de 1.3.1 que le dual de x )V l est un module
 .  .0isomorphe a x*)V l *. En notant H)U le dual de Hopf de H)U,Á
i.e., l'espace des elements du dual finis pour l'action reguliere a gauche ouÂ Â Â Á Á
.a droite de H)U, on obtient le corollaire suivant.Á
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COROLLAIRE. On a la decomposition sui¨ ante de H)U modules,Â
0H)U s x*)V l * m x )V l , .  .  . .  .[
x , l
 . q   . .   ..ou x , resp. l, decrit Irr H , resp. P et ou x*)V l * m x )V l estÁ Á
muni d'une structure de H )U-module par l'action diagonale.
1.5. Nous nous interessons dans cette section au produit tensorielÂ
 .de deux H)U-modules. Fixons pour cela x et x 9 dans Irr H et l, l9
q  .  .dans P . On peut definir par 1.4.4 les H)U-modules x )V l ,Â
 .  .   .  ..x 9)V 9 l9 et x m x 9 ) V l m V l9 . On montre alors que l'isomor-
  ..   ..  .   .  ..phisme naturel x )V l m x 9)V l9 ª x m x 9 ) V l m V l9 est
un isomorphisme de H)U-modules. On se donne les decompositions enÂ
modules irreductibles suivantes:Â
x m x 9 s a x , x 9c , V l m V l9 s cl, l9V n . .  .  .[ [c n
nc
On a alors
x )V l m x 9)V l9 s a x , x 9cl, l9 c )V n . 1.5.1 .  .  .  . .  .  .[ c n
c , n
1.6. On etudie dans cette section les ideaux primitifs de codimen-Â Â
sion finie de H)U. Ce sont, d'apres 1.4, les annulateurs des modulesÁ
 .  . qx )V l , x g Irr H , l g P . On considere les annulateurs Ann x etÁ Cw H x
 .  .Ann V l . Ann V l est stable pour l'action de H. Donc, d'une part,U U
w x  .  .  .C H Ann V l est un ideal bilatere qui, par 1.4.1 , annule x )V l .Â ÁU
D'autre part, on peut definir comme dans 1.2 l'algebre produit croiseÂ Á Â
 .H)End V l qui est aussi le quotient de H)U par l'ideal precedent. OnÂ Â Â
 .  .munit donc x )V l d'une structure de H)End V l -module. Cherchons
 .son annulateur. Pour cela, notons w , h g H, l'endomorphisme de V lh
 .  .  .tel que w ¨ s h ? ¨ , ¨ g V l et j l'endomorphisme de H)End V lh l
 . y1  .tel que j ha s hw a , h g H, a g End V l . Il est clair que j est unl h l
 .  .isomorphisme. Soient a h g Ann x , a g End V l , b)¨ g x )V l .h Cw H x
 .On a, par 1.4.2 ,
a h ? wy1a ? b)¨ s a hb ) h ? wy1a ¨ .  .  . . . h h h h
s a hb ) a ¨ s 0. .  . h
 .Il en resulte que j Ann x Ann x est inclus dans l'annulateurÂ l Cw H x Cw H x
cherche. Par un argument de dimension, on a l'egalite. On obtient donc laÂ Â Â
proposition suivante.
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X  . PROPOSITION. Soit I le rele¨e de l'ideal bilatere j Ann =Â Â Âl, x l Cw H x x
 .. w x  .End V l par la projection H )U ª H )UrC H Ann V l ,U
 .H)End V l . Alors, les ideaux primitifs de codimension finie de H)U, deuxÂ
X q  .a deux distincts, sont donnes par I , l g P , x g Irr H .Á Â l, x
Á HII. L'ALGEBRE U
2.1. On se propose d'etudier dans les sections qui suivent lesÂ
representations de dimension finie de U H.Â
w xL'action de H confere a U une structure de C H -module. Comme elleÁ Á
 w xstabilise la filtration de U cf. 1.1, on a une structure de C H -module sur
. Hle gradue gr U . De plus, U est une sous-algebre filtree par la filtrationÂ Á Â
naturelle induite par celle de U. Avec les notations de 1.2, on a le
diagramme commutatif suivant.
e HU ª U
x x
e Hgr U ª gr U .
ou les verticales sont les projections naturelles. Comme les horizontales etÁ
la verticale de gauche sont surjectives, il vient que la verticale de droite est
H  .H Hsurjective, i.e., gr U s gr U . Il en resulte que U est une algebre deÂ Á
type finie et que GK dim U H s GK dim U. Par passage au gradue, il vientÂ
que U est un U H-module de type fini. On a de plus la decomposition de UÂ
en somme directe de composantes H-isotypiques: U s U H.[x g IrrH . x
L'espace U H est un U H-module de type fini par noetherianite.Â Âx
Rappelons enfin que, H etant un sous-groupe fini du groupe simple-Â
ment connexe G, le centre de U H est Z lui-meme.Ã
w x  . q2.2. On sait par 7 que tout U-module V l , l g P , est
completement reductible comme U H-module. La proposition suivanteÁ Â
etablit que tout U H-module irreductible de dimension finie appartient aÂ Â Á
une telle decomposition.Â
PROPOSITION. Soit V un U H-module de dimension finie. Alors, V est
completement reductible. De plus, si V est irreductible, il existe un unique l deÁ Â Â
q  .P tel que V s'injecte dans V l .
Preu¨e. Le U H-module V etant de dimension finie, il vient par 2.1 queÂ
V s'injecte dans U m H V. Or, par 2.1, ce dernier est un U-module deU
dimension finie. Par consequent, V s'injecte dans une somme directe deÂ
 .V m . Il en resulte la complete reductibilite de V. Si V est irreductible, VÂ Á Â Â Â
 . q Hpeut donc s'injecter dans un V l , l g P . Les caracteres centraux de UÁ
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H  .permettent de distinguer les U -modules inclus dans des V l differents,Â
ce qui prouve l'unicite de l. eÂ
Signalons que la premiere assertion de la proposition est un resultatÁ Â
w xetabli dans 1 .Â
q w x2.3. Fixons l dans P . Comme dans 9, Section 7 , on introduit
  ..   .. H  .L V l , resp. L W l , le reseau des sous-U -modules de V l , resp. desÂ
 .sous-H )U-modules de W l . On definit les applications s et t de laÂ
facËon suivante,
s : L V l ª L W l t : L W l ª L V l .  .  .  . .  .  .  .
M ¬ M s s H)U e m M M ¬ Mt .
e etant le projecteur defini en 1.2 et Mt designant la ``specialisation'' duÂ Â Â Â
module M en posant tout element de H egal a 1, i.e. via l'isomorphismeÂ Â Â Á
eH)Ue , U H, le U H-module Mt s'identifie au eH)Ue-module eM. Rap-
pelons le lemma suivant.
w xLEMME 9, 7.5 . A¨ec les definitions precedentes, on aÂ Â Â
 . st   ..i M s M, M g L V l .
 .  .t t t   ..ii M [ M s M [ M , M , M g L W l .1 2 1 2 1 2
   ...    ...On note Irr L V l *, resp. Irr L W l *, l'ensemble des classes
H  .d'equivalences de sous-U -modules irreductibles non nuls de V l . OnÂ Â
   ...note Irr L W l * l'ensemble des classes d'equivalence de sous-H )U-Â
 . t wmodules de W l irreductibles M tels que M soit non nul. Par 9, SectionÂ
 .x7; 3, Theorem 2.2 c , nous avons le theoreme.Â Á
THEOREME. Les applications s et t definissent des bijections reciproquesÂ Á Â Â
s : Irr L V l * ª Irr L W l *, .  . .  . .  .
t : Irr L W l * ª Irr L V l *. .  . .  . .  .
 .2.4. Par la Proposition 1.4 iii on peut fixer une decompositionÂ
 .  . w xW l s x )V l , ou x ¨ C H et x , x . A l'aide duÁ[x , 1F iF n i i ix
 .  . qLemme 2.2 ii , on obtient par specialisation que le module V l , l g P ,Â
H   ..tse decompose comme U -module en somme directe de x )V l . Par laÂ i
 .   ..t HProposition 1.4 i et le Theoreme 2.2, les x )V l sont des U -sous-Â Á i
 .modules irreductibles de V l isomorphes, eventuellement nuls. On peutÂ Â
alors ecrire la decompositionÂ Â
V l s n V l , 2.4.1 .  .  .[ x x
 .xgIrr H l
CALDERO AND PERETS920
t H .   ..ou V l [ x )V l designe la classe d'isomorphisme des U -modulesÁ Âx
  ..t  .x )V l et ou Irr H represente la partie constituee des elements xÁ Â Â Â Âi l
t .   ..de Irr H tels que x )V l soit non nul.
 .Nous allons montrer que la decomposition 2.4.1 fournit une decom-Â Â
H w xposition en U m C H -modules. Pour cela, rappelons les faits suivants.
 . w xSoit x dans Irr H et notons C H la composante isotypique associeeÂx
w xdans le module C H muni de l'action reguliere a gauche. MunissonsÂ Á Á
w x w x w xC H d'une structure de C H m C H -module par
y1 w xg m h a s gah , g , h g H , a g C H . .
w x w x w x w xOn sait que C H est un sous-C H m C H -module simple de C Hx
 .isomorphe a x m x*. Avec les notations de 1.4, on peut munir W l d'uneÁ
w xstructure de H)U m C H -module par
gu m h a)¨ s gahy1 ) g ? u¨ , .  .  . .
w xg , h g H , u g U, a g C H , ¨ g V l . .
 .On verifie que la composante isotypique W l est un sous-H )U mÂ x )V l.
w x  .C H -module irreductible isomorphe a x )V l m x*. De plus enÂ Á
w x  .  .specialisant le H)U m C H -module de W l , on obtient sur V l uneÂ
H w xstructure de U m C H -module suivant
u m h ? ¨ s u h ? ¨ , u g U H , h g H , ¨ g V l . .  .  .
 .Il resulte de l'etude precedente que la composante Vx l -isotypique dansÂ Â Â Â
 . H w x  .V l est un sous-U m C H -module irreductible isomorphe a V l m x*.Â Á x
Nous obtenons alors le theoreme suivant.Â Á
THEOREME. On a:Â Á
 . H w x  .i Le U m C H -module V l se decompose en sous-modulesÂ
 .  .irreductibles distincts de la facËon sui¨ ante: V l s V l m x*,Â [x g Irr H . xl
H .  .ii Le U -module irreductible V l est l'image par t du H)U-Â x
 .module x )V l ,
 . Hiii Tout U -module irreductible de dimension finie est de la formeÂ
 . q  .V l , l g P , x g Irr H ,x l
 . H  .iv Identifions U a¨ec e H)U e. Alors, les ideaux primitifs deÂ
codimension finie, deux a deux distincts, de U H sont donnes par: I [Á Â l, x
 . XHAnn V l s eI e.U x l, x
 .  .Preu¨e. Les assertions i , ii resultent de la discussion precedente.Â Â Â
 .iii provient alors de la Proposition 2.2.
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Par le theoreme de Jacobson, les ideaux primitifs de codimension finieÂ Á Â
de U H sont deux a deux distincts. De plus, si M est un H)U-module, on aÁ
 .  .  .clairement Ann eM s e Ann M e. iv resulte donc de ii et deÂeH )U .e H )U
la Proposition 1.6. e
 .Remarque 1. L'assertion i de ce theoreme precise un resultat de KraftÂ Á Â Â
w x  .et Small 6, Corollaire 2 . Remarquons que cette assertion donne que V l
 .se decompose en au plus Card Irr H composantes isotypiques.Â
 .Remarque 2. La decomposition de i donne une interpretation de laÂ Â
 .multiplicite de la representation x dans le module V l :Â Â
mtp x*, V l s dim V l .  . . x
s dim x ? dim V l ydim Ann x mV l lx)V l . .  .  . .triv
La premiere egalite est claire. On obtient la seconde en remarquant queÁ Â Â
 .  .  .  .dim V l est le rang de la projection de x )V l sur V l ; cf. ii .x x
 .Remarque 3. Fixons l. Les ideaux primitifs I , x g Irr H , sont lesÂ l, x l
 . H w xideaux primitifs minimaux au-dessus de Ann V l l U ; cf. 10 . On aÂ U
 . HF I s Ann V l l U .x g IrrH . l, x Ul
2.5. Nous proposons dans cette section d'expliciter la decomposi-Â
 .  .tion du Theoreme 2.4 i et de decrire les ideaux I . Fixons x g Irr HÂ Á Â Â l, x
q  .  .et l g P . Posons: n s Card H, m s dim V l . Soit ¨ une base dex i
 .  .V l . Fixons la matrice x , h g H, 1 F k F n , d'une injection de xh, k x
w x  .dans C H . La composante isotypique de V l associee a l'injectionÂ Áx
precedente est engendree par les  x hy1 ? ¨ , 1 F k F n , 1 F i FÂ Â Â hg H h, k i x
 .dim V l .
Soit p la projection naturelle de U sur U H. Fixons une base de
 . 2Ann x  a h , 1 F j F n y m . Par le theoreme de Jacobson, onÂ ÁCw H x hg H h j
 .peut trouver dans U des representants de tout endomorphisme de V l .Â
 .On designe par u 1 F k, l F dim V l , resp. u h g H, les representantsÂ Âk l h
 .associes a la base naturelle de End V l , resp. a f . L'ideal primitif IÂ Á Á Âh l, x
 . 2y1est engendre par les  a p u u , 1 F j F n y m , 1 F k, l FÂ hg H h j h k l
 .  . Hdim V l , modulo Ann V l l U .U
III. ETUDE DU CAS G s SL2
Le but de cette section est de calculer le nombre de representationsÂ
 .irreductibles non-equivalentes de dimension donnee pour l'algebre desÂ Â Â Á
 .invariants de U sl par l'action d'un sous-groupe fini de SL .2 2
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 w x.Soit H alors un tel groupe fini. D'apres des resultats connus voir 2, 11Á Â
H est alors isomorphe a l'un des groupes suivants:Á
 .1 Le groupe cyclique C d'ordre n.n
 .  .2 Le groupe diedral binaire, D d'ordre 4 n y 2 .Â n
 .3 Le groupe tetraedral binaire, E d'ordre 24.Â Â 6
 .4 Le groupe octaedral binaire, E d'ordre 48.Â 7
 .5 Le groupe icosaedral binaire, E d'ordre 120.Â 8
Pour un groupe H de chaque type, notons x , . . . , x les representationsÂ1 r
complexes irreductibles de H. Rappelons que pour tout n positif, il existeÂ
 .une unique representation irreductible de dimension n de U sl , que l'onÂ Â 2
 .  .notera par V . On sait cf. 1.1 , que le groupe H agit sur le U sl -modulen 2
V de facËon compatible. Nous voulons construire les representationsÂn
 .Hirreductibles de dimension finie de A [ U sl et en particulier calculerÂ 2
le nombre de representations irreductibles inequivalentes de dimensionÂ Â Â
donnee.Â
Par le Theoreme 2.4, on obtient que le nombre des representationsÂ Á Â
irreductibles de dimension k de A estÂ
r
t [ Card n ¬ mtp x , V s k . 4 .k i n
is1
On a alors le resultat suivant.Â
 .PROPOSITION. Pour chaque groupe fini H agissant sur U sl le nombre t2 k
est independant de k. Sa ¨aleur t pour chaque groupe est donnee par:Â Â
t C s n2 .n
t D s n n q 7 r2 .  .n
t E s 29 .6
t E s 53 .7
t E s 106. .8
w xPreu¨e. Par la correspondance de McKay 8 a chaque groupe possibleÁ
H correspond une algebre de Lie affine simple du type A, D, E. CetteÁ
correspondance a ete exploitee par Kostant et Gonsalez-Sprinberg VerdierÂ Â Â
 .pour calculer mtp x , V pour tout i, n. Rappelons que le module V esti n n
 .la composante graduee de l'algebre symetrique S V . La compatibilite deÂ Á Â Â2
 .l'action de H sur le U sl -module V entraõne que la serie de Hilbert desÃ Â2 n
w xsemi-invariants correspondant a x pour l'action de H sur C X, Y estÁ i
 . n  .egale a  mtp x , V t . On note a s mtp x , V .Â Á n i n n i n
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La formule de Molien]Du Val donne que cette serie est periodiqueÂ Â
dans le sens suivant: il existe un N tel que a s a q l ou l est unÁkqN k
nombre entier positif et N divise Card H. Cette periodicite prouve que tÂ Â k
est independant de k. Il suffit alors de calculer pour chaque cas le nombreÂ
 .de representations irreductibles de dimension 1. Pour tout x g Irr H , onÂ Â
notera, lorsque cela a un sens, t le nombre de representations irreduc-Â Âx
 . qtibles de type V l , l g P , de dimension donnee.Âx
w xLes calculs suivants sont bases sur les resultats de 5, 2 :Â Â
 .1 H s C , dans ce cas il y a n representations irreductibles deÂ Ân
 j nq1yj.dimension 1. Leur serie de Hilbert est donnee par t q t rÂ Â
 2 . 2 n.1 y t 1 y t , 1 F j - nr2. Ces series de Hilbert correspondent a laÂ Á
fois a une representation et a sa duale. Si n est impair, il y a une represen-Á Â Á Â
tation auto-duale dont la serie de Hilbert est donnee par 2 t nq1.r2rÂ Â
 2 . 2 n.1 y t 1 y t . On trouve pour toutes les representations irreductiblesÂ Â
 .x que le nombre de fois qu'elles apparaissent avec multiplicite 1 estÂ
 . 2 w xegal a n. D'ou t C s n . Cela a ete observe par 6 .Â Á Á Â Â Ân
 .2 H s D , dans ce cas H admet 4 representations irreductibles deÂ Ân
dimension 1.
 2 ny2 .  4. 2 ny4.x de serie de Hilbert 1 q t r 1 y t 1 y t quiÂtriv
w . xdonne t s n y 1 r2x triv
 2 2 ny4.  4. 2 ny4.x de serie de Hilbert t q t r 1 y t 1 y t quiÂ1
w xdonne t s nr2 y 1x1
 ny2 n.  4. 2 ny4.x , x de serie de Hilbert t q t r 1 y t 1 y t quiÂ2 3
donne t s t s n y 2x x2 3
H admet aussi n y 3 representation irreductible de dimension 2,Â Â
r , . . . , r .2 ny2
 jy1 jq1 2 nyjy3La serie de Hilbert de r est t q t q t qÂ j
2 nyjy1.  4. 2 ny4.t r 1 y t 1 y t . On trouve que t s n y 1 y j.r j
 .  .On obtient donc au total que t D s n n q 7 r2.n
 .3 H s E .6
H admet 3 representations irreductibles de dimension 1:Â Â
x , x , x .triv 1 2
 12 .  6. 8.La serie de Hilbert de x est 1 q t r 1 y t 1 y t quiÂ triv
donne t s 6x triv
 4 8.  6. 8.La serie de Hilbert de x , x est t q t r 1 y t 1 y t quiÂ 1 2
donne: t s t s 6.x x1 2
H admet 3 representations irreductibles de dimension 2:Â Â
 3 5x , x , x . La serie de Hilbert de x , x est egal a t q t qÂ Â Á3 4 5 3 4
7 9.  6. 8.t q t r 1 y t 1 y t qui donne t s t s 3.x x3 4
 5 7 11.La serie de Hilbert de x est egale a t q t q t q t rÂ Â Á5
 6. 8.1 y t 1 y t qui donne t s 3x5
H admet une representation irreductible de dimension 3, x , quiÂ Â 6
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 2 4 6 8 10.admet comme serie de Hilbert: t q t q 2 t q t q t rÂ
 6. 8.1 y t 1 y t qui donne t s 2x6
 .Au total on obtient donc t E s 29.6
 .4 H s E7
H admet 2 representations irreductibles de dimension 1, x , xÂ Â triv 1
 18 .  8. 12 .La serie de Hilbert de x est 1 q t r 1 y t 1 y t quiÂ triv
donne t s 12x triv
 6 12 .  8. 12 .La serie de Hilbert de x est t q t r 1 y t 1 y t quiÂ 1
donne t s 12.x1
H admet 3 representations irreductibles de dimension 2: x , x , xÂ Â 2 3 4
 5 7 11 13.  8. 12 .La serie de Hilbert de x est t q t q t q t r 1 y t 1 y tÂ 2
qui donne t s 6x2
 7 11 17.  8. 12 .La serie de Hilbert de x est t q t q t q t r 1 y t 1 y tÂ 3
qui donne t s 6x3
 4 8 10 14.  8. 12 .La serie de Hilbert de x est t q t q t q t r 1 y t 1 y tÂ 4
qui donne t s 6x4
H admet 2 representations irreductibles de dimension 3: x , x .Â Â 5 6
 4 6 8 10 12 14.La serie de Hilbert de x est t q t q t q t q t q t rÂ 5
 8. 12 .1 y t 1 y t qui donne t s 4x5
 2 6 8 10 12 16.La serie de Hilbert de x est t q t q t q t q t q t rÂ 6
 8. 12 .1 y t 1 y t qui donne t s 4x6
H admet une representation de dimension 4, x .Â 7
 3 5 7 9 11 13La serie de Hilbert de x est t q t q t q 2 t q t q t qÂ 7
15.  8. 12 .t r 1 y t 1 y t qui donne t s 3.x7
 .Le resultat total est: t E s 53.Â 7
 .5 H s E8
H admet une seule representation irreductible de dimension 1,Â Â
x .triv
 30 .  12 . 20 .La serie de Hilbert de x est 1 q t r 1 y t 1 y t quiÂ triv
donne t s 30x triv
H admet 2 representations irreductibles de dimension 2: x , x .Â Â 1 2
 11 19 29.  12 . 20 .La serie de Hilbert de x est t q t q t q t r 1 y t 1 y tÂ 1
qui donne t s 15x1
 7 13 17 23.  12 .La serie de Hilbert de x est t q t q t q t r 1 y t 1 yÂ 2
20 .t qui donne t s 15x2
H admet 2 representations irreductibles de dimension 3: x , x .Â Â 3 4
 2 10 12 18 20 28.La serie de Hilbert de x est t q t q t q t q t q t rÂ 3
 12 . 20 .1 y t 1 y t qui donne t s 10x3
 6 10 14 16 20 24.La serie de Hilbert de x est t q t q t q t q t q t rÂ 4
 12 . 20 .1 y t 1 y t qui donne t s 10x4
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H admet 2 representations irreductibles de dimension 4: x , x .Â Â 5 6
 3 9 11 13 17 19La serie de Hilbert de x est t q t q t q t q t q t qÂ 5
21 27.  12 . 20 .t q t r 1 y t 1 y t qui donne t s 7x5
 6 8 12 14 16 18La serie de Hilbert de x est t q t q t q t q t q t qÂ 6
22 24.  12 . 20 .t q t r 1 y t 1 y t qui donne t s 8x6
H admet une representation irreductible de dimension 5: x .Â Â 7
 4 8 10 12 14 16La serie de Hilbert de x est t q t q t q t q t q t qÂ 7
18 20 22 26.  12 . 20 .t q t q t q t r 1 y t 1 y t qui donne t s 6x7
H admet une representation irreductible de dimension 6: x .Â Â 8
 5 7 9 11 13 15La serie de Hilbert de x est t q t q t q t q t q 2 t qÂ 8
17 19 21 23 25.  12 . 20 .t q t q t q t q t r 1 y t 1 y t qui done t s 5x8
 .Le resultat total est: t E s 106.Â 8
Remarque. Ces calculs n'utilisent pas la connaissance des generateursÂ Â
 .Hde U sl .2
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